Introduction aux ondes :
Propagation 1D non dispersive

Equation de d'Alembert

I) Etablissement d'une équation de d'Alembert

Ondes longitudinales : 1'oscillation s'effectue dans la méme direction que la direction de
propagation
EDCE—E—A D D ——> direction de propagation

- Acoustique dans les fluides (air, eau)

- Certaines vibrations dans les solides

Ondes transversales : l'oscillation s'effectue dans la direction transverse par rapport a la

direction de propagation

TTT' l/ \L J/ 11\,]\1\ \l/ i s direction de propagation
- corde vibrante

- vagues a la surface de la mer
- ondes électromagnétiques (lumiere, radio, ...)

- certaines vibrations dans les solides

Exemple de la corde vibrante

Considérons une corde vibrante, horizontale a 1'équilibre.
Notons y(x,t) son écart par rapport a la position d'équilibre (repos) et j~ (7( 0)

I'angle de la corde par rapport a 1'horizontale




Hypotheéses du modele :
Corde supposée quasi-inextensible

Le poids n'est pas pris en compte (ne fait que modifier la position d'équilibre)

La corde est horizontale a 1'équilibre

Vil b

Chaque point de la corde oscille verticalement et les oscillations sont petites :

d\(’)n{’) << A = Aa,(’l, 9> << cl (longueur d'onde)

On effectuera un développement limité a 1'ordre 1 en 0~ du mouvement

On considere que la corde est homogene de masse linéique //\ =z et que la tension est

tangentielle a la corde.

Soit un élément corde de comprise compris entre L et (Z “/J/—(; de longueur dl et de masse

Systeme de longueur dl

et de masse X m~

o

Systeme : bout de cordvs de masse d m~

Bilan des forces : Tfél () du reste de la corde située a gauche

-
D (x4} du reste de la corde située & droite

» poids non pris en compte (cf hypotheses)

- g .. . ;. -t M
Notons TG) la, norme de \% (2)ou Ty(z) (principe d'action/réaction : —[; (7) =T, (z)

Principe fondamental de la dynamique appliqué a J m~
- o 2
Om~ & = T, (ctde) + ‘7 )

Projetons sur x et y (mouvement vertical) :

() Son 0 = Tlatk) e (blawka)) — T (2) o (#82))

G Som W — T (1 tha) e (L laiba)) — TG) ine (421
) Ve



Effectuons un-développement limité a 1'ordre 1 en A~ -
(o = A
M~ = A

,@t A’L = M%J\ donc JQ:A/(.
et ;IW\:‘—//\M:/AJ/‘C

U) devient * 0= T(’H'A’l) -—T(z) Yo , donc 7_(2> = T, constante
(Z> devient - /0\ M(Qtl) = T, Dk[’l%) — T °L('Z>

soit M % = T Af%%z;/\[z\

Ve
et en faisant tendre dx vers O : M (b—;aéu— =T, Ve (3)
Or al'ordre 1 en & : diy, ) = Eam(Ma6)) = % , soit, en injectant dans (3)
Vil _ 2 13 )
/” DY o (D&
{
et donc (%%2 = 99?; — o % est homogene & % avec v une vitesse

DUxe) 4 Uyl ,
On écrit : - — ‘gé—2~ =0 Equation de d'Alembert 1D

922 C’&

(=4

avec C<= la célérité de 1'onde

IT) Solution des équations de d'Alembert

1) Solution générale : les ondes prograessives

La solution de 1'équation de d'Alembert 1D est de la forme :

A/gy(")(/ﬁ = %(z—%H?(fnoé)

%(Ivc.é> est appelée onde progressive C‘f’ ) (O,P H"')

? (z H‘Jf) est appelée onde progressive G) (0PN - )



Vérification : (f( M) avec 1 = x — c.&  solution 7
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Solution générale — (0 PH 1 > = (QP//I -)

Interprétation :

Une onde progressive (+) de la forme % (z-c€) se propage sans se déformer a la vitesse

¢, dans le sens des x croissants
Démonstration : si (f)c - C,Q = Jz alors % [’2’—59 = Ae
Soit un instant &, et une position 24

éﬁ'1764 : XA, -ctr =2 -ty D 17224‘|‘,C(€z“é4)

En se placant & &, et 2, , comme L ~cba = 2,~CEq , alors %

sera la méme. En faisant le raisonnement pour tous les points p il suffit de décaler de

O = L (é2 -&, > pour que % soit conservée :

2) Cas de l'onde progressive harmonique (OPH)

Les ondes sont souvent périodiques, donc décomposables en série de Fourier :

c'est un cas particulier des ondes progressives



[G = N (9 (2-cb)- Q= Ao bz toc b= @)
smt%(xﬁﬁ: Aaw(we-%nwﬂg oOPh+
et 1,059): B w:UUEFQH:+QO OPH —
en notant &= %

../)
k est appelé le nombre d'onde (o e ) ot b= 2 . le vecteur d'onde
W' est la pulsation (en rad/s) direction de propagation
d  est la longueur d'onde (en m) c'est la période spatiale de 1'onde

L

d = CiT  car prendant une durée T (période), 'onde a avancé d'un "motif" (soit 1 d)

donc d = —C-

/.

— Vérifions que /% (’Aq {') = Ao (We -5 - C@) est solution de 1'équation de d'Alembert

D—(%-iw = 0
D2’

Qe
(ﬂ-ﬂ Lrodwe S 1) - 4—1 A (w?) ele - e +4) = O
¢

wh B YE o g wi= £CT

2
¢ (w , %0 )
donc W= £ > larelation entre W et % est appelée relation de dispersion
Notations complexes : C
d(bé-%«+w}
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3) Les ondes stationnaires

Il y a 2 maniéres d'aborder les ondes stationnaires :

@ Cas de la réflexion totale d'une onde progressive harmonique

Soit une OPH+ qui subit une réflexion totale en bout de corde, et créé donc une OPH-.
Les 2 ondes de méme amplitude se croisent, et se superposent :
opnt oPh -
A/é(’(,&): A w(we % +< +prao(we+,041+‘€(>
Lig” - <£’+cc’>
= 28 o (We 4 —*{f)w(ﬂ;« =
La solution est donc une solution a variables séparées de la forme :

%%mwz 5@4&Q+%y€ﬂ£iiﬁg

\—/_\/\_/
fonction de x fonction de t

@/) Méthode 2 : recherche d'une solution a variables séparées :

Recherchons une solution de 1'équation de d'Alembert de la forme :

‘3 (v 6) = % (76) - ? (¢) a variables séparées

") (z) 4" (€

021 % et 26‘2 % )

onc D = Y - 4 g =

d 5;;& i_ _2%4 > g~ a0 =0

soit %”(1) 9({—): i /[z)%l//éfj

7
Séparons les variables : % () -1 ”(J()
z

{G) c W(J

Me Aa/;»%ar&do x Mo W g-e de & _»~ Cc'est donc une constante
Pode & T e deoc d'unité m-%

Cette constante est négative, car sinon les solutions seraient exponentielles et non périodiques.

Notons cette constante C’ % l) <

f;@ - 4
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L4l g
o 4 (¢)



it {%(1(1 4’21 //(z =0 solution %(74) - # (,@7_#{1)

e ) + 9]52,2(9>_,0 solution ?(93 :A“ &) (e ‘f'&z,) avec W= % ¢

donc /\fa () = B (o2 (9;17—604) w (We 1—-(6&) avee W= %

solution identique a eelle obtenue avec la méthode précédente

3) Modes propres d'une corde fixée a ses extrémités

Soit une corde fixée a ses 2 extrémités X T2 ot @& = L

Les conditions aux limites sont :

’?(2:(9/é’> =0 te
/\3(2: L&) =0 HE

L'onde progressive est incompatible avec ces conditions aux limites

Les ondes stationnaires de la forme 7= /ﬂ z)/‘g (é/) conviennent car aux x tels que

/f(l\/& on a /2(7(, = VE.

Cherchons des solutions périodiques parmis les ondes stationnaires, soit de la forme

M ,8) = i (Brtd) i (e, )

—>  Cette solution doit vérifier 1'équation de d'Alembert, donc W=%c

N Cette solution doit aussi vérifier les conditions aux limites

o O =70 ¢ /"a(o/éx:, A‘/}’l;"‘((/l mk@éféﬁa:—,& '\7£€:

Or k+0 (solution nulle : sans intérét') donc 2t~ 4, =  donc (g,, =0

e en 2=l : 4 (LE)= AMV@?L)A,}L. (werd,)=0 ¢
Pfiﬁ donc /I’I/VW(/OZL>~:_0
LU

i = NH~—
soit o L-

dOIlC /aZ L: V/aN T avec N é ML‘:—

Or W:%/@ donc U/:/V\T—{:é et ZM:/V\C

C
Les fréquences //N -/~ ‘(ZZ sont appelées fréquences propres




et sont les fréquences spontanées (propres) de la corde oscillant librement.

27
Recherchons les longueurs d'onde A associées :  kn = .
o 2L A\, "
soit Anzk*Z* et donc L=n.—
n n 2
Interprétation : ((’;f est la distance entre 2 noeuds de vibration

Un noeud de vibration est un point ou /’? (7, t) =0 Y&

Les 2 extrémités o=o ot a={_ étant des noeuds, il faut forcément que L,

-

la distance entre les 2 bouts, soit un multiple entier de S(zz

d .
=¥

Vérifions que la distance entre 2 noeuds est

g1 = B ez ) 2 (we e, )
Les noeuds sont situés aux x tels que s~ @L?c> =0 , c'est a dire quand k.x est un

multiple de I . En appelant Aﬁda distance entre 2 noeuds successifs, c'est a dire 2 zéros
successifs de - (%z ) . On a donc :
NN =T soit Ar=T"_ o %:Z—Zt donc AQ—‘%

®

Représentation de la corde pour divers 2~ ¢

m =



